
6.3   高阶线性微分方程

6.3.1   高阶线性微分方程解的结构

6.3.2   常系数奇次线性微分方程

6.3.3   常系数非奇次线性微分方程

6.3.4    欧拉方程

这里n≥2，ai(x)及f (x)在某区间I上连续.
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1.二阶齐次方程解的结构:

定理 1 如果函数 )(1 xy 与 )(2 xy 是方程(1)的两个

解,那末 2211 yCyCy += 也是(1)的解.（ 21, CC 是常

数） 

问题: 一定是通解吗？2211 yCyCy +=

)1(0)()( =+′+′′ yxQyxPy

第三节 高阶线性微分方程
一、高阶线性微分方程解的结构

( )( ) ( ) ( )
1 1 2 2 1 1 2 2= ( ) ( )n n nC y C y C y C y+ +因为


定理1 如果函数
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答案:

不一定是所给二阶方程的通解.

例如, 是某二阶齐次方程的解,

也是齐次方程的解

并不是通解

但是

)()( 2211 xyCxyCy +=

则

( ) ( ) 0 (1)y P x y Q x y′′ ′+ + =

问题: 一定是通解吗？2211 yCyCy +=

1( )y x

2 1( ) 2 ( )y x y x=

1 1 2 2 1 2 1( ) ( ) ( 2 ) ( )C y x C y x C C y x+ = +



4

定义：设 nyyy ,,, 21  为定义在区间 I内的  

n个函数．如果存在n个不全为零的常数，使

得当x在该区间内有恒等式成立 

      02211 =+++ nn ykykyk  ， 

那么称这n个函数在区间I内线性相关．否则

称线性无关 

例如 xx 22 sin,cos1， 线性相关

因为在(−∞ , +∞ )上 有 2 21 cos sin 0x x− − ≡


定义：设

[image: image1.wmf]n


y


y


y


,


,


,


2


1


L


为定义在区间 

[image: image2.wmf]I


内的  

[image: image3.wmf]n


个函数．如果存在

[image: image4.wmf]n


个不全为零的常数，使得当

[image: image5.wmf]x


在该区间内有恒等式成立

      

[image: image6.wmf]0


2


2


1


1


=


+


+


+


n


n


y


k


y


k


y


k


L


，

那么称这

[image: image7.wmf]n


个函数在区间

[image: image8.wmf]I


内线性相关．否则称线性无关

_1016350264.unknown



_1016350340.unknown



_1016350423.unknown



_1016350482.unknown



_1016350381.unknown



_1016350298.unknown



_992851846.unknown



_992851968.unknown





5

两个函数在区间 I 上线性相关与线性无关的充要条件:

线性相关 存在不全为 0 的 使

1

2

2

1

)(
)(

k
k

xy
xy

−≡ ( 无妨设

)01 ≠k

线性无关 )(
)(

2

1

xy
xy

常数

1

2

( ) = ( )
( )

y x u x
y x

， ( )u x 不是常值函数

思考: 中有一个恒为 0, 则
必线性 相关

1 2( ), ( )y x y x若
1 2( ), ( )y x y x

1 2( ), ( )y x y x

1 2( ), ( )y x y x

1 2,k k

1 1 2 2( ) ( ) 0k y x k y x+ ≡



6

定理 2：如果 )(1 xy 与 )(2 xy 是方程(1)的两个线

性无关的特解, 那么 2211 yCyCy += 就是方程(1)

的通解.

例如 ,0=+′′ yy ,sin,cos 21 xyxy ==

,tan
1

2 常数且 ≠= x
y
y

.sincos 21 xCxCy +=故方程的通解为

( ) ( ) 0 (1)y P x y Q x y′′ ′+ + =

线性无关
1 2,y y可微函数

(伏朗斯基行列式)


定理2：如果
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推论. 是 n 阶齐次方程

的 n 个线性无关解, 则方程的通解为

)(11 为任意常数knn CyCyCy ++= 

1 2, , , ny y y若
( ) ( 1)

1 1( ) ( ) ( ) 0n n
n ny a x y a x y a x y−
− ′+ + + + =
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2.二阶非齐次线性方程的解的结构:

定理 3  设 *y 是二阶非齐次线性方程 

)2()()()( xfyxQyxPy =+′+′′  

的一个特解, Y 是与(2)对应的齐次方程(1)的 

通解, 那么 *yYy += 是二阶非齐次线性微分 

方程(2)的通解. 

( ) ( ) 0 (1)y P x y Q x y′′ ′+ + =

1 2, (2)y y若 是 的解，那么 1 2y y− 是 的解(1)


定理3  设
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例如,方程 有特解

xCxCY sincos 21 +=

对应齐次方程 有通解

因此该方程的通解为

y y x′′ + = *y x=

0y y′′ + =

1 2cos siny C x C x x= + +
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定理 4   设非齐次方程(2)的右端 )(xf 是几个函

数之和, 如 )()()()( 21 xfxfyxQyxPy +=+′+′′

而 *
1y 与 *

2y 分别是方程,

   )()()( 1 xfyxQyxPy =+′+′′

   )()()( 2 xfyxQyxPy =+′+′′

的特解, 那么 *
2

*
1 yy + 就是原方程的特解.

解的叠加原理


定理4   设非齐次方程(2)的右端
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常数,则该方程的通解是 (         ).

设线性无关函数 都是二阶非齐次线

性方程 )()()( xfyxQyxPy =+′+′′ 的解, 21 ,CC 是任意

;)()( 3212211 yCCyCyCB +++

;)1()( 3212211 yCCyCyCC −−−+

D

例1.

提示:

3231 , yyyy −− 都是对应齐次方程的解,

二者线性无关.

(考研 题)

1 2 3, ,y y y

1 1 2 2 3( ) ;A C y C y y+ +

1 1 2 2 1 2 3( ) (1 ) .D C y C y C C y+ + − −

1 1 3 2 2 3 3( ) ( ) ( ) ;C C y y C y y y+ + + −

1 1 3 2 2 3 3( ) ( ) ( )D C y y C y y y− + − +
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例2. 已知微分方程 )()()( xfyxqyxpy =+′+′′

个解 ,,, 2
321

xx eyeyxy === 求此方程满足初始条件

3)0(,1)0( =′= yy 的特解 .

解: 1312 yyyy −− 与 是对应齐次方程的解,且

≠
−
−

=
−
−

xe
xe

yy
yy

x

x

2
13

12 常数

因而线性无关,故原方程通解为

+−+−= )()( 2
21 xeCxeCy xx

代入初始条件 ,3)0(,1)0( =′= yy ,2,1 21 =−= CC得

.2 2 xx eey −=故所求特解为

有三

x



13

)(1
)1(

1
)( xfyPyPyPy nn

nn =+′+++ −
−



n阶常系数线性微分方程的标准形式

0=+′+′′ qyypy
二阶常系数齐次线性方程的标准形式

)(xfqyypy =+′+′′
二阶常系数非齐次线性方程的标准形式

二、常系数线性微分方程
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二阶常系数齐次线性微分方程:

xrey =

代入①得

0)( 2 =++ xre qprr
02 =++ qrpr

称②为微分方程①的特征方程,

( r 为待定常数，可以是复数 )

①

猜测 ①的解为

②

其根称为特征根.

1.常系数线性齐次方程

( )( )r x n n r xr R r C e r e∈ ∈ =或 都有

,r r a bi= +若 为复数，
( )r x a ib x a x ib xe e e e+= = ⋅ (cos sin )a xe bx i bx= +

0 ( , )y p y q y p q′′ ′+ + = 为常数
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xrey =

02 =++ qrpr

1. 特征方程有两个相异实根

有两个线性无关的特解:

因此方程的通解为
xrxr eCeCy 21

21 +=

( r 为待定常数 ),

①

设

②

则微分方程

为( 1)的解

r则 为特征方程 的根

0 ( , )y p y q y p q′′ ′+ + = 为常数

1 2 ,r , r

1
1 ,r xy e= 2

2 ,r xy e=



16

2. 特征方程有两个相等实根

则微分方程有一个特解

故u (x) 不是常值函数 代入方程得:

[1 xre )( 1urup +′+ ] 0=+ uq)2( 2
11 ururu +′+′′

是特征方程的重根

0=′′u

0)()2( 1
2

11 =+++′++′′ uqrprupru

2 1y y设另外一个解 与 线性无关，则
2

1

( )y u x
y

=
1

2 ( )r xy e u x=

1
1 .r xy e=

u ax b⇒ = +

02 =++ qrprr为特征方程 的根

0 ( , )y p y q y p q′′ ′+ + = 为常数

2 ,p−=1 2r r=

1r注意
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2. 特征方程有两个相等实根

则微分方程有一个特解

故u (x) 不是常值函数 代入方程得:

取 u = x , 则得 ,1
2

xrexy = 因此原方程的通解为
xrexCCy 1)( 21 +=

2 1y y设另外一个解 与 线性无关，则
2

1

( )y u x
y

=
1

2 ( )r xy e u x=

1
1 .r xy e=

u ax b= +

xrey =
02 =++ qrpr

( r 为待定常数 ),

①

设 为( 1)的解

r则 为特征方程 的根

0 ( , )y p y q y p q′′ ′+ + = 为常数

2 ,p−=
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3. 特征方程有一对共轭复根

这时原方程有两个复数解:
xiey )(

1
βα+= )sin(cos xixe x ββα +=

xiey )(
2

βα−= )sin(cos xixe x ββα −=

由定理1，有原方程的两个线性无关的特解:



1
1 1 22 ( )y y y= +



1
2 1 22 ( )iy y y= −

xe x βα cos=

xe x βα sin=

因此原方程的通解为

)sincos( 21 xCxCey x ββα +=

1 2,r i r iα β α β= + = −
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求解步骤: ),(0 为常数qpyqypy =+′+′′

xrxr eCeCy 21
21 +=实根

xrexCCy 1)( 21 +=

)sincos( 21 xCxCey x ββα +=

特 征 根 通 解

( )n ny r→利用 写出特征方程
2 0r pr q+ + =

(0) 0 1y y r= → =注意：

1 2: ,r r求出特征根

1 2r r≠

1 2 2
pr r= = −

1 2,r iα β= ±
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特征方程法 由常系数齐次线性方程的特征方程的根
确定其通解的方法.

例1. 032 =−′−′′ yyy求方程 的通解.

解:特征方程 ,0322 =−− rr 特征根: ,3,1 21 =−= rr

因此原方程的通解为

.044 的通解求方程 =+′+′′ yyy

解 特征方程为 ,0442 =++ rr

解得 ,221 −== rr

故所求通解为 .)( 2
21

xexCCy −+=

例2

3
1 2

x xy C e C e−= +
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.052 的通解求方程 =+′+′′ yyy

解 特征方程为 ,0522 =++ rr
解得 ,2121 ir ±−=，

故所求通解为 ).2sin2cos( 21 xCxCey x += −

例3

4 xy xe=例 求以 为特解的二阶常系数齐次线性方程.
二阶常系数齐次线性微分方程的一般形式是：

0 ( , )y p y q y p q′′ ′+ + = 为常数
xy xe=其中一个特解是 ， xy e=则另一个特解为

1r = 是特征方程的重根，所以特征方程是
2 2 1 0r r− + = 2 0y y y′′ ′− + =微分方程为
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)(01
)1(

1
)( 均为常数knn

nn ayayayay =+′+++ −
−



特征方程: 01
1

1 =++++ −
−

nn
nn ararar 

推广到任意阶常系数线性微分方程:

若特征方程有n个互不相等的实根，

则微分方程的n个线性无关解为：

方程通解为

1 2 , , nr , r r

1
1 ,r xy e= 2

2 ,r xy e= , nr x
ny e=

1 2
1 2 .nr xr x r x

ny C e C e C e= + + +
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若特征方程含 n－ k 个单实根

则微分方程的n个线性无关解为：

方程通解为

一个k 重实根 r ,
1 2 , , n kr , r r −

1 ,r xe 2 ,r xe , ,n kr xe −


r xe ， r xxe ，
1, k r xx e−



2 ,r xx e

1 2
1 2

1
1 2      .

n kr xr x r x
n k

r x rx k rx
n k n k n

y C e C e C e

C e C xe C x e

−
−

−
− + − +

= + + +

+ + + +
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若特征方程有p个单实根 一个 q重实根 r ,

一个k 重共轭复根 (p+q+2k=n)，则

单实根 对应的线性无关解

q重实根 r对应的线性无关解

k 重共轭复根 对应的线性无关解

1 2 , , ,pr , r r

,r iα β= ±
1 2 , , ,pr , r r

1 ,r xe 2 ,r xe , ,pr xe

r xe ， r xxe ，
1, q r xx e−



2 ,r xx e
,r iα β= ±

cos ,xe xα β cos ,xx e xα β⋅ ⋅ 1, cos ,k xx e xα β−


sin ,xe xα β sin ,x xx eα β⋅ 1, sin .k xx e xα β−
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n次代数方程有n个根, 而特征方程的每一个根都

对应着通解中的一项, 且每一项各一个任意常数.
nn yCyCyCy +++= 2211

特征根为 ,,,1 54321 irirr ±=±=−= ，，

故所求通解为

).sincos()sincos( 54321 xCxCxxCxCeCy x ++++= −

解 ,0122 2345 =+++++ rrrrr特征方程为

,0)1)(1( 22 =++ rr

.022 )3()4()5( 的通解求 =+′+′′+++ yyyyyy例5
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例6. 的通解. 

解:特征方程 ,052 234 =+− rrr

特征根: irrr 21,0 4,321 ±===
因此原方程通解为

++= xCCy 21 )2sin2cos( 43 xCxCe x +

例7. .0)4()5( =− yy解方程

解: 特征方程: ,045 =− rr 特征根 :

1,0 54321 ===== rrrrr
原方程通解: += 1Cy +xC2 +2

3 xC +3
4 xC xeC5

(4) 2 5 0y y y′′′ ′′− + =求方程
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